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协调与非协调元在板弯曲问题中的

数值模拟及应用*

李 哲， 吴帮民†， 杨泽琨
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摘 要：板问题的研究对于理解平板结构的承载、变形、稳定性及振动行为具有重要意义．在数学上，这类问题通常可

归结为重调和方程的求解．本文分别在矩形和三角形网格上，采用协调元与非协调元对固支板与简支板两类模型进行

数值模拟．所用协调元包括 Bogner-Fox-Schmit 元（BFS 元）与 Argyris 元，非协调元包括 Adini 元与 Morley 元．数值实验

表明，这些单元均可达到理论上的最优误差收敛阶．最后，将所述算法成功应用于一个实际板问题，取得了准确的模拟

结果．

关键词：板问题；重调和方程；协调元；非协调元；数值模拟

DOI： 10.13568/j.cnki.651094.651316.2025.12.10.0001

中图分类号：O242.1；O342  文献标识码：A  文章编号：2096-7675（2026）02-0223-015

引文格式：李哲，吴帮民，杨泽琨．协调与非协调元在板弯曲问题中的数值模拟及应用［J］．新疆大学学报（自然科学

版中英文），2026，43（2）：223-237．

英文引文格式： Li Zhe，Wu Bangmin，Yang Zekun． Numerical simulation and applications of conforming and non-

conforming finite elements in plate bending problems［J］．Journal of Xinjiang University（Natural Science Edition in Chi‐

nese and English），2026，43（2）：223-237.

Numerical Simulation and Applications of Conforming and 

Non-Conforming Finite Elements in Plate Bending Problems

Li Zhe, Wu Bangmin, Yang Zekun
(School of Mathematics and System Sciences, Xinjiang University, Urumqi Xinjiang 830017, China)

Abstract：The study of plate problems plays a crucial role in understanding the load-bearing capacity, deformation, stability, 

and vibration behavior of plate structures. Mathematically, such problems are typically formulated as the solution of bihar‐

monic equations. In this work, we perform numerical simulations for clamped and simply supported plates using both con‐

forming and non-conforming finite elements on rectangular and triangular meshes. The conforming elements adopted include 

the Bogner-Fox-Schmit (BFS) element and the Argyris element, while the non-conforming elements consist of the Adini and 

Morley elements. Numerical results demonstrate that all employed elements achieve the theoretically optimal error conver‐

gence rates. Finally, the proposed methods are successfully applied to a practical plate problem, yielding efficient and accurate 

simulation results.
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0　引 言

板结构是工程领域中的基本承重构件之一，广泛应用于航空航天、土木建筑、机械制造与船舶工业等诸多
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行业．故对板结构力学行为实现高效而精确的数值模拟，始终是计算力学研究的核心课题．自 1850 年 Kirch‐

hoff 提出经典薄板理论的基本假设以来［1］，多种数值方法被相继提出并用于求解薄板弯曲问题．2018 年，

Rafetseder 等针对 Kirchhoff 板提出一种新颖的分解与离散策略［2］．同年，汤卓超等将广义有限差分法应用于

Kirchhoff 板与 Winkler 板的弯曲模拟［3］．2021 年，黄钟民等探索了神经网络在薄板弯曲问题中的应用潜力［4］．

但在众多数值方法中，有限元法因数学理论完善、计算过程可靠，常被用于板问题的研究．

有限元方法是一种用于求解偏微分方程的数值离散方法，最初形成于 20 世纪 50 年代，旨在处理工程中的

基础结构力学问题．至 60 年代中期，冯康等中国学者与西方科研团队分别独立为其建立了严格的数学理论框

架，使其逐渐发展成为具备严密数学基础的通用数值计算工具．有关有限元方法的系统介绍，可参阅专著

［5-7］．在板力学问题的数值模拟中，有限元法得到了长期且深入的应用．1968 年，de Veubeke 首次提出一种

协调三角形薄板弯曲单元［8］，但其数值精度较低．次年，Bell 通过改进单元构造方式，提出性能更优的 Bell

元［9］，显著提高了计算精度．1982 年，Batoz 等基于离散 Kirchhoff 理论，成功构造了性能良好的四边形薄板单

元［10］．此后，更多针对板问题的有限元格式被提出，推动该领域数值方法的持续发展．在众多涌现的单元格

式中，协调元（如 BFS 元、Argyris 元）与非协调元（如 Adini 元、Morley 元）因各自优势受到广泛关注，也成为本文

后续数值研究的主要对象．

Adini 元由 Adini 与 Clough 于 1960 年提出［11］，是最早用于板弯曲问题的非协调元之一．该单元基于矩形网

格，采用双三次多项式作为形函数，以节点位移和一阶导数为自由度．与之相似，BFS元是1965年提出的一种协

调元［12］，同样采用矩形单元与双三次插值，并通过构造保证单元间的C 1 连续．其特点在于插值格式更为完善，在

应力集中区域仍可保持较高精度．Morley元由Morley于 1968年提出［13］，是首个在理论上被证明对重调和方程

收敛的非协调元．该单元基于三角形划分，仅使用节点函数值和边上外法向导数作为自由度，形函数仅具C 0 连

续性，具有自由度少、网格适应性强等特点．在其基础上发展的Argyris元是同期提出的协调元［14］，通过增加自由

度和优化形函数构造，在保证C 1 连续的同时，显著提升对高阶应力场的逼近能力．

分析上述 4 种有限元的发展历程，可得出以下两点结论：矩形元早于三角元出现，非协调元早于协调元得

到应用．早期有限元更注重实用性，矩形元便于网格生成，但难以适应复杂计算区域，因而后期发展了更具适

应性的三角元；非协调元由于自由度少、计算量小，在早期受到青睐，但其精度有限，随后才发展出精度更高的

协调元．受早期计算机软硬件条件的限制，这些有限元方法难以大规模应用且鲜有数值算例能够完整呈现理

论上的最优误差收敛阶．其中 Argyris 元在每个单元上拥有多达 21 个自由度，且线性仿射映射难以构造，导致

算法实现相当困难．但随着计算技术的迅速发展，如今已具备足够的计算能力．故本文采用上述 4 种有限元，

对两类边界条件下的重调和方程进行数值模拟，并将其成功应用于固支板与简支板模型，验证了方法的收敛

性，且均达到理论上的最优误差收敛阶．

本文的组织结构如下：第一部分介绍板弯曲模型及其变分形式，第二部分介绍 4 种求解重调和方程的有限

元离散格式，第三部分运用上述数值格式对重调和方程进行模拟，并将其成功应用于板问题，第四部分对全文

进行总结，对比分析所用有限元方法的优劣，并对未来研究进行展望．

1　模型介绍

根据 Kirchhoff 薄板理论［1］，薄板控制微分方程为

DΔ2w -  q ( x, y ) = 0, (1)

式中：D = Eh3

12(1 -   ν2 ) 为薄板的弯曲刚度，E为弹性模量，h为厚度，ν为泊松比；Δ2 为重调和算子；w 为薄板的

挠度；q (x, y ) 为作用于薄板上的横向分布荷载．

对式（1）进行变形，可得

Δ2w =
q ( x, y )

D
. (2)

即将板问题转化为重调和方程，一般形式为

Δ2u = f. (3)
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本文研究固支与简支两类板模型，区别在于边界条件：固支板边界被视为完全固定，即位移与转角均为 0；

而简支板边界仅约束位移，允许自由转动，意味着其边界上的弯矩为 0．接下来对重调和方程进行分析，分别

给出两种模型及其变分形式．

模型Ⅰ（固支板模型）为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Δ2u = f, 在Ω内, 

u = g1, 
∂u
∂n

= g2, 在∂Ω内,
(4)

式中：n 为所在边界的单位外法向量； f、g1、g2为已知函数．

模型Ⅱ（简支板模型）为

ì
í
î

ïï
ïï

Δ2u = f, 在Ω内, 

u = g1, Δu -  (1 -  ν )∂ττu = g3, 在∂Ω内, 
(5)

式中：τ为所在边界的单位切向量； f、g1、g3为已知函数．

给出其变分形式前，先定义函数空间

V1 = { v ∈ H 2 (Ω) | v = g1 在∂Ω上 },

               V2 = { v ∈ H 2 (Ω)
|
|
|||| v = 0, 

∂v
∂n

= 0 在∂Ω上 }, 

V3 = { v ∈ H 2 (Ω) | v = g1 在∂Ω上 }, 

V4 = { v ∈ H 2 (Ω) | v = 0 在∂Ω上 }.  

(6)

模型Ⅰ的变分形式：寻找 u ∈ V1，满足

a (u, v ) = F (v ),  ∀v ∈ V2. (7)

模型Ⅱ的变分形式：寻找 u ∈ V3，满足

a (u, v ) = F (v ) + ∫∂Ω
g3

∂v
∂n

ds,  ∀v ∈ V4, (8)

这里

a (u, v ) = ∫
Ω

D2 u : D2v + ν ( ∂2u
∂x2

∂2v
∂y2

+
∂2u
∂y2

∂2v
∂x2

-  2
∂2u

∂x∂y
∂2v

∂x∂y ) dxdy,

F (v ) = ∫
Ω

fvdxdy,                                                                            
(9)

式中：ν为泊松比，满足-1 < ν < 0.5．

上述两类边界条件下，板模型变分形式解的存在性与唯一性问题已被证明，详见文献［5］．

2　数值方法

本节介绍求解两类板问题模型的有限元离散格式．根据所用有限元类型，需对计算区域Ω采取相应的单

元剖分：若使用 BFS 元或 Adini 元，则将Ω剖分为一族正则的矩形单元｛ ｝Rh

h
；若使用 Argyris 元或 Morley 元，则

采用一族正则的三角形单元｛ ｝T h

h
．记 zi 为单元顶点、mi 为边的中点．

函数空间取为分片多项式空间 Xh，具体形式依赖所选有限元．下文将依次介绍 BFS 元、Argyris 元、Adini

元及 Morley 元的构造与对应的空间 Xh．

2.1　BFS元

BFS 元是协调的矩形元，形函数空间是双三次多项式空间（记为 Q3 ( R )），自由度为

N = { }ϕ ( zi ), 
∂ϕ
∂x

( zi ), 
∂ϕ
∂y

( zi ), 
∂2ϕ

∂x∂y
( zi ) ,         i = 1, 2, 3, 4. (10)

其自由度个数为 16，如图 1 所示，对应的分片多项式空间为 Xh = { vh ：vh|R ∈ Q3 ( R )， ∀R ∈ { Rh }h }．详细的

BFS 元知识见文献［12］．
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2.2　Argyris元

Argyris 元是协调的三角元，形函数空间是二元五次多项式空间（记为 P5 (T )），自由度为

N =
ì
í
î

ü
ý
þ

ϕ ( zi ), 
∂ϕ
∂x

( zi ), 
∂ϕ
∂y

( zi ), 
∂2ϕ
∂x2

( zi ), 
∂2ϕ

∂x∂y
( zi ), 

∂2ϕ
∂y2

( zi ), 
∂ϕ
∂n

(mi ) ,        i = 1, 2, 3. (11)

其自由度个数为 21，如图 2 所示，对应的分片多项式空间为 Xh = { vh ：vh|T ∈ P5 (T )， ∀T ∈ { T h }h }．详细的

Argyris 元知识见文献［14］．

2.3　Adini元

Adini 元是非协调的矩形元，形函数空间是 P3 ( R )⊕[ x3 y，xy3 ]，自由度为

N = { ϕ ( zi ), 
∂ϕ
∂x

( zi ), 
∂ϕ
∂y

( zi ) },           i = 1, 2, 3, 4. (12)

其自由度个数为12，如图3所示，对应的分片多项式空间为Xh = { vh : vh|T ∈ P3 ( R )⊕[ x3 y，xy3 ]，∀R ∈ {Rh }h }.

详细的 Adini 元知识见文献［11］．

2.4　Morley元

Morley 元是非协调的三角元，形函数空间是二元二次多项式空间（记为 P2 (T )），自由度为

N = { ϕ ( zi ), 
∂ϕ
∂n

(mi ) },         i = 1, 2, 3. (13)

图 2　Argyris元

Figure 2　Argyris element

图 1　BFS元

Figure 1　BFS element
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其自由度个数为 6，如图 4 所示，对应的分片多项式空间为 Xh = { vh : vh|T ∈ P2 (T )， ∀T ∈ { T h }h } . 详细的

Morley 元知识见文献［13］．

但需注意，BFS 元和 Argyris 元对应的分片多项式空间 Xh 为协调元空间，即 Xh ⊂ H 2 (Ω)；而 Adini 元和 Mor‐

ley 元对应的分片多项式空间 Xh 为非协调元空间，即 Xh  ⊂  H 2 (Ω)．

变分形式（7）的有限元空间为

Vh = { vh ∈ Xh : vh|∂Ω = 0, 
∂vh∂n

|∂Ω = 0 }. (14)

其离散形式为寻找 uh ∈ Vh，使得

ah (uh, vh ) = F (vh ),         ∀vh ∈ Vh. (15)

变分形式（8）的有限元空间为

Vh = { vh ∈ Xh : vh|∂Ω = 0 }. (16)

其离散形式为寻找 uh ∈ Vh，使得

ah (uh, vh ) = F (vh ) + ∫∂Ω
g3

∂vh∂n
ds,          ∀vh ∈ Vh. (17)

注释 1  对于上述 4 种有限元，可从现有研究得出：BFS 元的 H 2 半范数误差阶为 2［15］；Argyris 元的 L2 误差

阶为 6，H 1 半范数误差阶为 5，H 2 半范数误差阶为 4［16］；Adini 元的 H 2 半范数误差阶为 2［6］；Morley 元的 L2 误差阶

为 2，H 1 半范数误差阶为 2，H 2 半范数误差阶为 1［17］．

图 3　Adini元

Figure 3　Adini element

图 4　Morley元

Figure 4　Morley element
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3　数值模拟及应用

采用上述 4 种有限元方法，对重调和方程在固支边界与简支边界条件下的模型进行求解，并对一个实际板

结构问题进行数值模拟．

3.1　数值算例

数值算例 1  考虑正方形区域 Ω = [ 0, 1] × [ 0, 1]，数值算例采用的解析解为

u ( x, y ) = x2 (1 -  x )2 y2 (1 -  y )2. (18)

该算例中，固支板模型采用齐次 Dirichlet 边界条件与齐次 Neumann 边界条件，简支板模型采用齐次 Dirich‐

let 边界条件与非齐次边界条件Δu -   (1 -   ν )∂ττu = g3．模型中的右端项 f ( x, y ) 与 g3 ( x, y )均由解析解 u ( x, y )

代入模型Ⅰ和模型Ⅱ导出．下面，给出数值算例 1 固支板和简支板模型的数值模拟结果．

3.1.1　数值算例 1 的固支板模型

根据表 1~4 所列结果，各单元在不同范数下的收敛阶归纳如下：BFS 元的 L∞ 范数、L2 范数、H 1 半范数与 H 2

半范数误差的收敛阶分别为 4、4、3 与 2；Argyris 元对应收敛阶依次为 6、6、5 与 4；Adini 元在 4 种范数下收敛阶

均为 2；Morley 元则分别为 2、2、2 与 1．图 5、图 6 直观展示了上述收敛趋势，与注释 1 中的理论结果一致．

注释 2 在本文数值模拟中，使用计算最大节点绝对值误差来近似 L∞ 范数误差．此外，使用 BFS 元计算

固支板模型时，增加了对边界上 ∂τu、∂nτu的处理；使用 Argyris 元计算时，增加了对边界上 ∂τu、∂nτu、∂ττu的处理；

其中τ为所在边界的单位切向量．这些均可从边界条件 u 和
∂u
∂n

的信息中得出

∂τu = ∑
i = 1

2

τ i ∂ iu,    

∂nτu = ∑
i,  j = 1

2

ni τ j∂ iju,

∂ττu = ∑
i,   j = 1

2

τ i τ j∂ iju.

(19)

表 1　BFS元计算的误差及收敛阶

Table 1　Errors and convergence orders of BFS element

h 

1/2

1/4

1/8

1/16

1/32

1/64

1/128

1/256

‖u  -   uh ‖L∞ (Ω)

1.328 7×10-4

2.490 0×10-5

9.488 2×10-7

4.399 2×10-8

2.336 2×10-9

1.334 1×10-10

8.144 4×10-12

9.345 8×10-13

收敛阶

-

2.415 8

4.713 9

4.430 8

4.235 0

4.130 2

4.034 0

3.123 4

‖u  -   uh ‖L2 (Ω) 

1.410 9×10-4

1.161 5×10-5

4.492 1×10-7

2.925 2×10-8

1.965 7×10-9

1.279 0×10-10

8.120 3×10-12

4.829 6×10-13

 收敛阶

-

3.602 5

4.692 5

3.940 8

3.895 5

3.941 9

3.977 3

4.071 6

 | u  -  uh |H 1 (Ω) 

9.046 9×10-4

1.775 9×10-4

1.612 0×10-5

1.777 6×10-6

2.101 3×10-7

2.554 2×10-8

3.147 7×10-9

3.906 3×10-10

收敛阶

-

2.348 9

3.461 6

3.180 8

3.080 6

3.040 3

3.020 5

3.010 4

 | u  -  uh |H 2 (Ω) 

1.314 8×10-2

4.445 6×10-3

9.631 4×10-4

2.195 2×10-4

5.211 1×10-5

1.267 0×10-5

3.122 1×10-6

7.747 6×10-7

收敛阶

-

1.564 4

2.206 6

2.133 4

2.074 7

2.040 1

2.020 9

2.010 7

表 2　Argyris元计算的误差及收敛阶

Table 2　Errors and convergence orders of Argyris element

h

1/2

1/4

1/8

1/16

1/32

1/64

‖u  -   uh ‖L∞ (Ω)

2.542 5×10-4

4.548 4×10-6

8.527 8×10-8

2.336 2×10-9

8.054 7×10-11

2.942 2×10-10

收敛阶

-

5.804 8

5.737 0

5.211 9

4.836 2

-1.869 0

‖u  -   uh ‖L2 (Ω)

1.479 5×10-4

2.427 0×10-6

3.078 2×10-8

9.376 4×10-10

1.774 3×10-10

5.166 1×10-9

收敛阶

-

5.929 8

6.300 9

5.036 9

2.401 8

-4.863 0

 | u  -  uh |H 1 (Ω)

9.011 6×10-4

2.969 1×10-5

7.469 7×10-7

1.979 0×10-8

7.776 3×10-10

1.655 1×10-8

收敛阶

-

4.923 7

5.312 8

5.238 2

4.669 5

-4.411 0

| u  -  uh |H 2 (Ω)

1.009 2×10-2

8.288 8×10-4

4.712 9×10-5

2.572 4×10-6

1.439 4×10-7

3.247 9×10-7

收敛阶

-

3.605 9

4.136 5

4.195 4

4.159 6

-1.174 1

228



第 2 期 李 哲， 等： 协调与非协调元在板弯曲问题中的数值模拟及应用

注释 3 Argyris元在每个单元上拥有21个自由度，使其在网格尺寸h = 1/64时，计算误差很小．此时，机器的

舍入误差会对计算结果产生显著影响，导致总体误差增大．故分析Argyris元的模拟结果时，只计算h从1/2到1/64

的情形．

根据表 5、图 7、图 8 所示结果，在网格尺寸 h = 1/32 的固支板模型计算中可以观察到：对于矩形元，BFS 元

与 Adini 元使用相同的单元数，但 BFS 元的自由度更高，其 L∞范数误差的精度较 Adini 元高出约 3 个数量级，同

时也需要更长的计算时间．对于三角元，Argyris 元与 Morley 元单元数相同，但 Argyris 元凭借更高的自由度获

表 3　Adini元计算的误差及收敛阶

Table 3　Errors and convergence orders of Adini element

h 

1/2

1/4

1/8

1/16

1/32

1/64

1/128

1/256

‖u  -   uh ‖L∞ (Ω)

4.629 6×10-4

3.314 1×10-4

9.323 5×10-5

2.390 6×10-5

6.012 7×10-6

1.505 4×10-6

3.764 9×10-7

9.414 1×10-8

收敛阶

-

0.482 2

1.829 7

1.963 5

1.991 3

1.997 9

1.999 5

1.999 7

‖u  -   uh ‖L2 (Ω)

1.135 9×10-4

1.205 5×10-4

3.643 7×10-5

9.530 7×10-6

2.409 3×10-6

6.039 8×10-7

1.511 0×10-7

3.778 5×10-8

收敛阶

-

-0.085 8

1.726 2

1.934 8

1.984 0

1.996 0

1.999 0

1.999 6

| u  -  uh |H 1 (Ω)

1.037 7×10-3

6.857 8×10-4

1.867 8×10-4

4.762 0×10-5

1.196 2×10-5

2.994 1×10-6

7.487 4×10-7

1.872 2×10-8

收敛阶

-

0.597 5

1.876 4

1.971 7

1.993 1

1.998 3

1.999 6

1.999 8

| u  -  uh |H 2 (Ω)

1.385 1×10-2

7.175 2×10-3

1.964 3×10-3

5.018 6×10-4

1.261 4×10-4

3.157 8×10-5

7.897 1×10-6

1.974 5×10-6

收敛阶

-

0.948 8

1.869 0

1.968 6

1.992 2

1.998 1

1.999 5

1.999 9

表 4　Morley元计算的误差及收敛阶

Table 4　Errors and convergence orders of Morley element

h 

1/2

1/4

1/8

1/16

1/32

1/64

1/128

1/256

‖u  -   uh ‖L∞ (Ω)

9.049 5×10-3

3.061 3×10-3

8.475 3×10-4

2.194 2×10-4

5.543 6×10-5

1.389 9×10-6

3.477 0×10-6

8.694 1×10-7

收敛阶

-

1.563 7

1.852 8

1.949 6

1.984 8

1.995 9

1.999 0

1.999 7

‖u  -   uh ‖L2 (Ω)

3.483 3×10-3

1.429 4×10-3

4.190 5×10-4

1.102 1×10-4

2.795 8×10-5

7.016 6×10-6

1.755 9×10-6

4.390 7×10-7

-

1.285 1

1.770 2

1.926 9

1.978 9

1.994 4

1.998 6

1.999 6

收敛阶 | u  -  uh |H 1 (Ω)

1.169 8×10-2

4.572 0×10-3

1.350 1×10-3

3.592 8×10-4

9.161 2×10-5

2.302 7×10-5

5.764 7×10-6

1.441 7×10-6

收敛阶

-

1.355 4

1.759 7

1.909 9

1.971 5

1.992 2

1.998 0

1.999 5

| u  -  uh |H 2 (Ω)

7.109 9×10-2

4.570 5×10-2

2.486 6×10-2

1.276 5×10-2

6.429 1×10-3

3.220 6×10-3

1.611 1×10-3

8.056 4×10-4

收敛阶

-

0.637 4

0.878 1

0.961 9

0.989 4

0.997 2

0.999 3

0.999 8

图 5　协调元计算的误差与步长的关系（左：BFS元，右：Argyris元）

Figure 5　The relationship between the errors of conforming elements and the step sizes （left： BFS element， right： Argyris element）
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得更优的计算精度（其 L∞范数误差更小），Morley 元则在计算时间上更短．

表 5　在h = 1/32下计算的单元数、自由度、计算时间及L∞范数误差

Table 5　Number of elements， degrees of freedom， computation time， and L∞ norm errors （h = 1/32）

单元种类 

BFS 元

Argyris 元

Adini 元

Morley 元

单元数

1 024

2 048

1 024

2 048

自由度

4 356

9 670

3 267

4 225

计算时间/s

3.003 820

26.218 167

1.369 318

4.655 973

2.336 2×10-9

8.054 7×10-11

6.012 7×10-6

5.543 6×10-5

L∞范数误差

注：实验环境为 11th Gen Intel （R） Core（TM） i9-11900K @ 3.50 GHz

图 7　矩形元计算的节点绝对值误差（左：BFS元，右：Adini元）

Figure 7　Absolute nodal errors in rectangular elements （left： BFS element， right： Adini element）

图 8　三角元计算的节点绝对值误差（左：Argyris元，右：Morley元）

Figure 8　Absolute nodal errors in triangular elements （left： Argyris element， right： Morley element）

图 6　非协调元计算的误差与步长的关系（左：Adini元，右：Morley元）

Figure 6　The relationship between the errors of non-conforming elements and the step sizes 

（left： Adini element， right： Morley element）
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3.1.2　数值算例 1 的简支板模型

由表 6、表 7 可知，BFS 元在 L∞ 范数、L2 范数、H 1 半范数和 H 2 半范数下的误差收敛阶依次为 4、4、3 和 2；而

Argyris 元对应的收敛阶分别为 6、6、5 和 4．该收敛趋势在图 9 中表现得更为直观，并与注释 1 中的理论结果

一致．

由表 8、图 10 可知，在网格尺寸 h = 1/32 的简支板模型中，使用 Argyris 元计算所需的单元数和自由度个数

均高于 BFS 元．且 Argyris 元的 L∞范数误差比 BFS 元高出两个数量级，取得了更优的计算精度，但 BFS 元在计

算时间上消耗更少．

表 6　BFS元计算的误差及收敛阶

Table 6　Errors and convergence orders of BFS element

h

1/2

1/4

1/8

1/16

1/32

1/64

1/128

1/256

‖u  -   uh ‖L∞ (Ω)

6.222 4×10-4

3.212 3×10-5

1.494 0×10-6

7.567 6×10-8

4.162 3×10-9

2.417 5×10-10

1.427 6×10-11

2.229 8×10-12

收敛阶

-

4.275 8

4.426 3

4.303 2

4.184 4

4.105 8

4.081 8

2.678 6

‖u  -   uh ‖L2 (Ω)

3.154 5×10-4

1.385 5×10-5

5.284 3×10-7

2.621 6×10-8

1.583 5×10-9

1.004 4×10-10

6.440 8×10-12

6.183 2×10-13

收敛阶

-

4.508 9

4.712 6

4.333 2

4.049 2

3.978 7

3.962 9

3.380 8

| u  -  uh |H 1 (Ω)

1.367 5×10-3

1.946 8×10-4

1.768 1×10-5

1.883 1×10-6

2.170 6×10-7

2.599 2×10-8

3.176 4×10-9

3.924 5×10-10

收敛阶

-

2.812 4

3.460 8

3.231 0

3.116 9

3.062 0

3.032 6

3.016 8

| u  -  uh |H 2 (Ω)

2.042 6×10-2

4.959 8×10-3

1.053 1×10-3

2.331 8×10-4

5.398 5×10-5

1.291 6×10-5

3.153 4×10-6

7.787 2×10-7

收敛阶

-

2.042 0

2.235 6

2.175 2

2.110 8

2.063 5

2.034 1

2.017 7

表 7　Argyris元计算的误差及收敛阶

Table 7　Errors and convergence orders of Argyris element

h 

1/2

1/4

1/8

1/16

1/32

1/64

‖u  -   uh ‖L∞ (Ω)

2.542 5×10-6

4.548 4×10-6

8.527 8×10-8

2.300 9×10-9

8.056 1×10-11

2.925 8×10-10

收敛阶

-

5.804 8

5.737 0

5.211 9

4.835 9

-1.860 0

‖u  -   uh ‖L2 (Ω) 

1.479 5×10-4

2.427 0×10-6

3.078 2×10-8

9.376 2×10-10

1.774 3×10-10

5.166 1×10-9

收敛阶

-

5.929 8

6.300 9

5.037 0

2.401 7

-4.860 0

| u  -  uh |H 1 (Ω)

9.011 6×10-4

2.969 1×10-5

7.469 7×10-7

1.979 0×10-8

7.782 6×10-10

1.655 1×10-8

收敛阶

-

4.923 7

5.312 8

5.238 2

4.668 4

-4.410 0

| u  -  uh |H 2 (Ω) 

1.009 2×10-2

8.288 8×10-4

4.712 9×10-5

2.572 4×10-6

1.439 9×10-7

3.259 3×10-7

收敛阶

-

3.605 9

4.136 5

4.195 4

4.159 1

-1.178 6

图 9　协调元计算的误差与步长的关系（左：BFS元，右：Argyris元）

Figure 9　The relationship between the errors of conforming elements and the step sizes （left： BFS element， right： Argyris element）
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综上所述，4 种有限元方法均能对重调和方程在固支与简支边界条件下的模型进行有效模拟，且均能达到

注释 1 中的理论收敛阶．整体而言，协调元的计算精度高于非协调元，但非协调元所需的计算时间更短．接下

来，将上述 4 种有限元方法应用于一个实际板问题，以检验其在实际背景下是否仍保持前述结果．

3.2　实际板问题

考虑矩形薄板区域Ω = [ 0， a ] × [ 0， b ]，板的弯曲刚度为

D =
Eh3

12 (1 -  ν2 )
. (20)

四边受单项正弦面荷载为

q ( x, y ) = q0 sin ( mπx
a ) sin ( nπy

b ) ,          m, n ∈ Z+. (21)

该问题的解析解为

w ( x, y ) =
q0

D
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú( )mπ

a

2

+   ( )nπ
b

2 2
sin ( mπx

a ) sin ( nπy
b ) . (22)

选取具有实际工程意义的参数（SI 制）：a = b = 1.0 m，h = 0.01 m，E = 210×109 Pa，m = n = 1，v = 0.30，q0 = 

1 000 N/m2．

经计算，可得真解 u ( x，y )（即 w ( x，y )）和右端项 f（即 q ( x，y )）为

u ( x,  y ) =
1 000

76 924 π 4
sin (πx ) sin (πy ),                 单位：m,               

f ( x,  y ) = 1 000 sin (πx ) sin (πy ),              单位：N/m2.
(23)

在实际板问题中，固支板模型采用齐次 Dirichlet 条件与 Neumann 条件
∂u
∂n

= g2，简支板模型则采用齐次

Dirichlet 条件与非齐次边界条件Δu -  (1 -  ν )∂ττu = g3．模型中的 g2 与 g3 均由解析解 u ( x，y ) 代入模型Ⅰ和模

型Ⅱ导出．下面，给出实际板问题的固支板和简支板模型的模拟结果．

3.2.1　实际板问题的固支板模型

由表 9~12 可知，BFS 元、Argyris 元、Adini 元和 Morley 元在实际工程中的固支板模型上均表现出良好的数

值性能．图 11、图 12 则清晰表明，各单元在不同网格尺寸下均保持稳定的收敛趋势，且误差收敛阶与注释 1 中

表 8　在h = 1/32下计算的单元数、自由度、计算时间及L∞范数误差

Table 8　Number of elements， degrees of freedom， computation time， and L∞ norm errors （h = 1/32）

单元种类

BFS 元

Argyris 元

单元数

1 024

2 048

自由度

4 356

9 670

1.986 380

20.511 127

计算时间/s

4.162 3×10-9

8.056 1×10-11

L∞范数误差

注：实验环境为 11th Gen Intel （R） Core （TM） i9-11900K @ 3.50 GHz

图 10　协调元计算的节点绝对值误差（左：BFS元，右：Argyris元）

Figure 10　Absolute nodal errors in conforming elements （left： BFS element， right： Argyris element）
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的理论结果一致，验证了这些单元在实际板问题求解中的可靠性．
表 9　BFS元计算的误差及收敛阶

Table 9　Errors and convergence orders of BFS element

h

1/2

1/4

1/8

1/16

1/32

1/64

1/128

‖u  -   uh ‖L∞ (Ω)

1.484 0×10-7

2.516 3×10-7

8.364 8×10-9

2.912 5×10-10

1.280 2×10-11

6.806 8×10-13

3.274 8×10-14

收敛阶

-

-0.761 7

4.910 8

4.844 0

4.507 8

4.233 2

4.377 5

‖u  -   uh ‖L2 (Ω)

1.182 7×10-6

1.467 2×10-7

5.191 2×10-9

2.464 2×10-10

1.546 6×10-11

9.942 7×10-13

6.710 4×10-14

收敛阶

-

3.010 9

4.820 8

4.396 9

3.993 9

3.959 3

3.889 2

| u  -  uh |H 1 (Ω)

6.849 5×10-6

2.032 4×10-6

1.809 4×10-7

1.724 4×10-8

1.780 1×10-9

1.968 2×10-10

2.289 3×10-11

收敛阶

-

1.752 8

3.489 5

3.391 4

3.276 1

3.177 0

3.103 9

| u  -  uh |H 2 (Ω)

8.547 8×10-5

4.595 2×10-5

9.888 4×10-6

2.044 5×10-6

4.358 0×10-7

9.738 1×10-8

2.271 0×10-8

收敛阶

-

0.895 4

2.216 3

2.274 0

2.230 1

2.161 9

2.100 3

表 10　Argyris元计算的误差及收敛阶

Table 10　Errors and convergence orders of Argyris element

h 

1/2

1/4

1/8

1/16

1/32

1/64

‖u  -  uh ‖L∞ (Ω)

1.162 1×10-6

1.671 5×10-8

2.636 8×10-10

4.719 2×10-12

2.125 8×10-13

5.982 0×10-12

收敛阶

-

6.119 4

5.986 2

5.804 1

4.472 5

-4.814 5

‖u  -  uh ‖L2 (Ω)

6.110 8×10-7

8.840 6×10-9

1.165 4×10-10

2.245 3×10-12

9.131 9×10-12

2.726 6×10-10

收敛阶

-

6.111 1

6.245 2

5.697 8

-2.024 0

-4.900 1

| u  -  uh |H 1 (Ω)

3.634 9×10-6

8.123 8×10-8

1.713 4×10-9

4.207 1×10-11

2.669 2×10-11

8.255 0×10-10

收敛阶

-

5.483 6

5.567 2

5.347 9

0.656 4

-4.950 0

| u  -  uh |H 2 (Ω) 

3.824 8×10-5

2.100 0×10-6

1.084 0×10-7

5.976 2×10-9

5.586 8×10-10

1.466 5×10-8

收敛阶

-

4.186 9

4.276 0

4.181 0

3.419 1

-4.714 2

表 11　Adini元计算的误差及收敛阶

Table 11　Errors and convergence orders of Adini element

h 

1/2

1/4

1/8

1/16

1/32

1/64

1/128

1/256

‖u  -   uh ‖L∞ (Ω)

5.615 8×10-6

2.394 9×10-6

6.042 8×10-7

1.521 3×10-7

3.811 7×10-8

9.534 7×10-9

2.384 0×10-9

5.961 2×10-10

收敛阶

-

1.225 8

1.986 7

1.989 9

1.996 8

1.999 2

1.999 8

1.999 7

‖u  -   uh ‖L2 (Ω)

2.996 8×10-6

7.705 3×10-7

2.333 8×10-7

6.181 2×10-8

1.567 8×10-8

3.933 7×10-9

9.843 3×10-10

2.461 8×10-10

收敛阶

-

1.959 5

1.720 4

1.919 5

1.979 2

1.994 8

1.998 7

1.999 4

| u  -  uh |H 1 (Ω)

3.184 9×10-5

5.800 0×10-6

1.280 0×10-6

3.096 6×10-7

7.681 4×10-8

1.916 7×10-8

4.789 5×10-9

1.197 4×10-9

收敛阶

-

2.437 2

2.199 8

2.047 1

2.011 3

2.002 8

2.000 7

1.999 9

| u  -  uh |H 2 (Ω) 

2.402 4×10-4

7.046 8×10-5

1.717 6×10-5

4.194 6×10-6

1.032 8×10-6

2.559 7×10-7

6.369 7×10-8

1.588 7×10-8

收敛阶

-

1.756 4

2.036 5

2.033 8

2.022 0

2.012 5

2.006 7

2.003 4

表 12　Morley元计算的误差及收敛阶

Table 12　Errors and convergence orders of Morley element

h

1/2

1/4

1/8

1/16

1/32

1/64

1/128

1/256

‖u  -   uh ‖L∞ (Ω)

9.226 8×10-5

2.977 8×10-5

7.937 3×10-6

2.017 8×10-6

5.066 1×10-7

1.267 9×10-7

3.170 6×10-8

7.925 5×10-9

收敛阶

-

1.631 6

1.907 5

1.975 9

1.993 8

1.998 4

1.999 6

2.000 2

‖u  -   uh ‖L2 (Ω)

3.308 1×10-5

1.379 9×10-5

3.925 8×10-6

1.014 3×10-6

2.557 0×10-7

6.405 9×10-8

1.602 3×10-8

4.005 7×10-9

-

1.261 4

1.813 5

1.952 5

1.988 0

1.997 0

1.999 2

2.000 0

收敛阶 | u  -  uh |H 1 (Ω)

1.168 6×10-4

4.180 5×10-5

1.159 3×10-5

2.979 9×10-6

7.503 2×10-7

1.879 2×10-7

4.700 1×10-8

1.175 0×10-8

收敛阶

-

1.483 0

1.850 4

1.960 0

1.989 7

1.997 4

1.999 3

2.000 0

| u  -  uh |H 2 (Ω)

7.818 4×10-4

4.652 5×10-4

2.482 1×10-4

1.259 6×10-4

6.321 5×10-5

3.163 7×10-5

1.582 2×10-5

7.911 7×10-6

收敛阶

-

0.736 5

0.918 7

0.978 6

0.994 5

0.998 6

0.999 6

0.999 9
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图 11　协调元计算的误差与步长的关系（左：BFS元，右：Argyris元）

Figure 11　The relationship between the errors of conforming elements and the step sizes （left： BFS element， right： Argyris element）

图 12　非协调元计算的误差与步长的关系（左：Adini元，右：Morley元）

Figure 12　The relationship between the errors of non-conforming elements and the step sizes 

（left： Adini element， right： Morley element）

表13　在h = 1/32下计算的单元数、自由度、计算时间及L∞范数误差

Table 13　Number of elements， degrees of freedom， computation time， and L∞ norm errors （h = 1/32）

单元种类

BFS 元

Argyris 元

Adini 元

Morley 元

单元数

1 024

2 048

1 024

2 048

自由度

4 356

9 670

3 267

4 225

计算时间/s

3.048 964

26.017 036

1.369 007

4.960 791

1.280 2×10-11

2.125 8×10-13

3.811 7×10-8

5.066 1×10-7

L∞范数误差

注：实验环境为 11th Gen Intel （R） Core （TM） i9-11900K @ 3.50 GHz

图 13　矩形元计算的节点绝对值误差（左：BFS元，右：Adini元）

Figure 13　Absolute nodal errors in rectangular elements （left： BFS element， right： Adini element）
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结合表 13、图 13、图 14 可知，在实际固支板问题中，各类单元的表现与数值算例 1 的结果一致：对于矩形

元，在单元数相同的条件下，BFS 元相比 Adini 元具有更高自由度，其 L∞ 范数误差的计算精度提升约 3 个数量

级，但相应的计算时间也更长．对于三角元，在单元数相同的情况下，自由度更高的 Argyris 元 L∞ 范数误差的

计算精度，比 Morley 元高出 6 个数量级，而 Morley 元有着更短的计算时间．

3.2.2　实际板问题的简支板模型

由表 14、表 15 可知，BFS 元与 Argyris 元在实际简支板模型中也能实现有效的数值模拟．图 15 则清晰表

明，随着网格细化，二者的误差均呈稳定下降趋势，且收敛阶与注释 1 中的理论结果一致．

表 14　BFS元计算的误差及收敛阶

Table 14　Errors and convergence orders of BFS element

h

1/2

1/4

1/8

1/16

1/32

1/64

1/128

‖u  -   uh ‖L∞ (Ω)

9.151 0×10-6

3.998 4×10-7

1.644 3×10-8

7.226 5×10-10

3.548 3×10-11

1.922 0×10-12

2.672 8×10-14

收敛阶

-

4.516 4

4.603 8

4.508 1

4.348 1

4.206 4

6.168 2

‖u  -   uh ‖L2 (Ω)

7.423 5×10-6

2.481 1×10-7

8.102 6×10-9

2.778 9×10-10

1.189 5×10-11

6.542 4×10-13

7.891 2×10-14

收敛阶

-

4.903 1

4.936 4

4.865 8

4.546 1

4.184 4

3.051 5

| u  -  uh |H 1 (Ω)

2.712 0×10-5

2.444 7×10-6

2.225 4×10-7

2.116 7×10-8

2.107 6×10-9

2.215 9×10-10

2.463 4×10-11

收敛阶

-

3.471 6

3.457 5

3.394 2

3.328 1

3.249 7

3.169 2

| u  -  uh |H 2 (Ω)

3.719 0×10-4

7.416 5×10-5

1.418 5×10-5

2.711 8×10-6

5.364 4×10-7

1.118 8×10-7

2.470 0×10-8

收敛阶

-

2.326 1

2.386 3

2.387 1

2.337 8

2.261 5

2.179 3

表 15　Argyris元计算的误差及收敛阶

Table 15　Errors and convergence orders of Argyris element

h

1/2

1/4

1/8

1/16

1/32

1/64

‖u  -   uh ‖L∞ (Ω)

1.162 1×10-6

1.671 5×10-8

2.636 8×10-10

4.719 2×10-12

2.508 6×10-13

6.269 8×10-12

收敛阶

-

6.119 4

5.986 2

5.804 1

4.233 5

-4.643 4

‖u  -   uh ‖L2 (Ω)

6.110 8×10-7

8.840 6×10-9

1.165 4×10-10

2.246 0×10-12

9.131 9×10-12

2.726 6×10-10

收敛阶

-

6.111 1

6.245 2

5.697 3

-2.023 5

-4.900 1

| u  -  uh |H 1 (Ω)

3.634 0×10-6

8.123 8×10-8

1.713 4×10-9

4.207 2×10-11

2.667 7×10-11

8.254 0×10-10

收敛阶

-

5.483 6

5.567 2

5.347 9

0.657 2

-4.951 0

| u  -  uh |H 2 (Ω)

3.824 8×10-5

2.100 0×10-6

1.084 0×10-7

5.976 2×10-9

4.712 5×10-10

1.069 3×10-8

收敛阶

-

4.186 9

4.276 0

4.181 0

3.664 7

-4.504 1

图 14　三角元计算的节点绝对值误差（左：Argyris元，右：Morley元）

Figure 14　Absolute nodal errors in triangular elements （left： Argyris element， right： Morley element）
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由表 16、图 16 可知，模拟 h = 1/32 的实际简支板模型时，Argyris 元所用单元数与自由度数量均大于 BFS

元．Argyris 元在 L∞ 范数误差的计算精度上优于 BFS 元，而 BFS 元在计算时间方面更具优势．

综上所述，在实际板问题的数值模拟中，4 种有限元方法均表现出良好的适用性．其中：协调元能够获得

更高的计算精度，但所需计算时间相对较长；而非协调元在更细的网格上仍能维持稳定的收敛阶，且计算时间

较短．

4　总结与展望

通过板问题的数值模拟研究，本文验证了 4 种有限元方法在固支板与简支板模型中的有效性．计算结果

表明：求解重调和方程时，所有方法均达到理论最优收敛阶，并成功应用于实际板问题．其中：协调元（BFS 元、

Argyris 元）具有较高的数值精度，而非协调元（Adini 元、Morley 元）计算所需时间更少．在工程应用中，若追求

高精度且不计时间成本，可选用协调元；若注重计算速度且接受适当精度损失，则非协调元更为适宜．

后续工作将进一步运用上述方法，求解几何形状复杂（如含孔洞、不规则边界）或物理条件复杂（如变厚

度、非均匀材料）的板问题，并对不同方法在计算精度、效率及稳定性等方面进行系统对比，从而为工程实际应

用提供更为全面和可靠的数值方法参考依据．

表 16　在h = 1/32下计算的单元数、自由度、计算时间及L∞范数误差

Table 16　Number of elements， degrees of freedom， computation time， and L∞ norm errors （h = 1/32）

单元种类

BFS 元

Argyris 元

单元数

1 024

2 048

自由度

4 356

9 670

计算时间/s

2.144 037

20.771 673

3.548 3×10-11

2.508 6×10-13

 L∞范数误差

注：实验环境为 11th Gen Intel （R） Core （TM） i9-11900K @ 3.50 GHz

图 16　协调元计算的节点绝对值误差（左：BFS元，右：Argyris元）

Figure 16　Absolute nodal errors in conforming elements （left： BFS element， right： Argyris element）

图 15　协调元计算的误差与步长的关系（左：BFS元，右：Argyris元）

Figure 15　The relationship between the errors of conforming elements and the step sizes （left： BFS element， right： Argyris element）
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